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RESUMO

Um grupo de pesquisa cadastrado e ativo no CNPqg vem produzindo
diversos programas para computador e disponibilizando-os on-line via site de
modo que esses programas possuem a caracteristica de gerar relatério com
todos os célculos realizados de maneira a viabilizar o estudo e ndo somente a
obtencéo dos resultados. Sendo assim, foi criado, em projetos anteriores, um
ambiente  CAD-Lajes, chamado IFESTRUT-LAJES (disponivel em
https://vtp.ifsp.edu.br/nev/Ifestrut-lajes/ifestrutlajes.html), onde o usuario pode
desenhar lajes, tornando-se possivel realizar quaisquer analises estruturais a
partir dos dados de entrada do usuario. Sendo assim, neste trabalho e dentro
das premissas citadas, apresenta-se a criagdo de um modulo para 0 ambiente
CAD-Lajes utilizando as linguagens de pagina de internet (HTML/JavaScript)
assim como 0s outros programas do grupo de pesquisa em questdo. O médulo
proposto realiza a analise estrutural de lajes retangulares com bordas
simplesmente apoiadas pela solucdo de Lévy para diversas condigbes de

contorno e de carregamento.



APRESENTACAO (INTRODUCAO, JUSTIFICATIVA E OBJETIVOS)

Introdugao:

Nos dias atuais, gracas a evolucdo e inovagao tecnolOgica, existem
diversos programas que realizam a andlise estrutural de varios tipos diferentes
de estruturas. Posto isso, grande parte desses programas apresentam apenas
os resultados dessas analises e ndo 0 processo necessario para obté-los. Neste
contexto, um grupo de pesquisa cadastrado e ativo no CNPq, chamado NEVE
(Ndcleo de Engenharia Virtual e Experimental), vem criando programas on-line
que nao s6 fazem céalculos, mas que demonstram todo o procedimento realizado,
onde varios moédulos foram criados para a analise de estruturas lineares planas,
de maneira que tais médulos foram inseridos no programa chamado IFESTRUT.
Dessa maneira, no ano de 2020 foi desenvolvido um software nos mesmos
moldes, chamado IFESTRUT-LAJES, que possibilita o desenho de lajes para
viabilizar a criacdo de modulos que realizam a analise estrutural desses
elementos.

Neste sentido, o desenvolvimento dos aplicativos do grupo € realizado nas
linguagens HTML/JavaScript, que podem ser estudadas em bibliografias como
W3Schools (REFSNES DATA, 1998).

Sendo assim, surgiu-se a ideia da criacdo de um maodulo para o programa
IFESTRUT-LAJES que realiza a andlise de estruturas de lajes retangulares com
condi¢cdes de contorno simplesmente apoiadas por meio da solucdo de Lévy.
Além disso, o mddulo também apresenta os resultados por meio de relatério em
PDF (portable document format) que foi criado utilizando a biblioteca JavaScript
chamada PDFMake (PAMPUCH; M., 2021).

Segundo Soares (2004), lajes sé@o elementos estruturais que estao
submetidos a carregamentos perpendiculares a superficie, ou seja, séo
modeladas como placas e podem ter diversas configuracdes geométricas, de
maneira que possuem uma espessura muito menor que a largura e o
comprimento. Além disso, neste elemento, podem existir esforcos de flexdo em
duas direcdes ortogonais, diferentemente das vigas em flexdo reta, que soO

apresentam esses esforcos em uma direcdo. Sendo assim, na Figura 1 é



apresentada uma representacéo de laje retangular com bordas simplesmente

apoiadas com uma espessura de 30 milimetros.

Figura 1: Laje retangular com bordas simplesmente apoiada.

e

h=30mm

Fonte: Soares, 2004.

Dessa maneira, de acordo com Soares (2004), o método de Lévy é a
solucéo analitica de placas que utiliza a Teoria da Elasticidade, juntamente com
a Teoria de Kirchhoff, de maneira que, com esse método, é possivel obter
resultados para diversas condi¢des de contorno, utilizando equacbes que sao
obtidas por meio de relacdes entre deslocamentos e deforma¢cdes bem como as
tensdes num ponto da placa, como pode ser visto na Figura 2. Essas equacfes
de esforcos internos apresentados por Soares (2004) surgem do equilibrio de
um elemento infinitesimal na placa, sendo elas: Cortantes, momentos e

momento torcor (Equacdes 1 a b).

Figura 2: Elementos infinitesimais de uma placa sujeita a acao distribuida g.

Fonte: Soares, 2004.



Segundo Szilard (2004), a solucéo de Lévy consiste na resolucéo analitica
de placas utilizando a equacéo de Sophie-Germain-Lagrange (Equacéo 6), de
maneira que a resolucédo completa se da pela soma de uma solu¢cdo homogénea
da equacgéao de Lagrange com uma soma particular dessa mesma equacao (vide
Equacao 8). A equacao de Lagrange é uma equacdao diferencial de quarta ordem
gue define o deslocamento transversal da placa (w) em funcéo das coordenadas

X e y sobre sua superficie média em planta e da carga distribuida p.
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Em que:

w — Equagéo dos deslocamentos transversais de uma placa;
p - Funcéo da carga na superficie da placa;

D — Rigidez a flexdo da placa, obtida pela Equacéao 7;

E — Mddulo de elasticidade do material;

t —» Espessura da placa;



v — Coeficiente de Poisson;
w;, = Solucdo homogénea da equacéo de Lagrange;

w, — Solucao particular da equagao de Lagrange;

Ainda de acordo com Szilard (2004), para a solucao pelo método de Lévy,
€ necessario que a placa possua condi¢des de contorno simplesmente apoiadas
pelo menos em lados opostos, onde o autor define essas condi¢des parax =0 e
X = a, de forma que os outros dois lados possam ter condicbes de contorno
arbitrarias. Além disso, para essa solucéo, o eixo de coordenadas é deslocado
parax =0 ey =Db/2, onde a é o comprimento da placa paralelo ao eixoxe b é o
comprimento da placa paralelo ao eixo y e também é considerado que o
comprimento b da placa tenda ao infinito, ou seja, que ele € infinitamente grande
(Figura 3).

Figura 3: Sistema de coordenadas e condi¢cdes de apoio para a solugéo de Lévy.
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Y
Fonte: Adaptado de Szilard, 2004.

Além disso, de acordo com Lisbba (2009), essa dependéncia de duas
bordas opostas serem apoiadas acontece porque a solucdo de Lévy remove a
necessidade de calcular os coeficientes de interpolacdo de uma das direcdes da
placa como uma forma de simplificagéo da solu¢ao. Dessa forma, a interpolacéo
nessa solucdo € feita utilizando funcbes trigonométricas em uma direcdo e
hiperbdlicas na outra. Entretanto, o autor cita que a solucdo de Lévy pode
apresentar assimetria em solugdes que tecnicamente seriam simétricas. 1Sso

acontece no eixo onde sao utillizadas as fungbes de interpolagtes



trigonométricas, uma vez que a convergéncia para esses tipos de funcdes € mais
lenta que para as funcbes hiperbolicas. Contudo, essa assimetria pode ser
combatida utilizando uma grande quantidade de termos na solucéo, o que muitas
vezes pode se tornar inviavel.

Outra caracteristica da solucao de Lévy, segundo Szilard (2004), é que as
funcdes de carregamento (cargas) devem ser as mesmas para todas as secoes
paralelas as direces de condi¢des de contorno arbitrarias, nesse caso paralelas

ao eixo x, conforme Figura 4.

Figura 4: Simetria das cargas no Método de Lévy.
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Fonte: Szilard, 2004.

De acordo com Dias (2019), a solucdo de Lévy para a andlise estrutural
de placas surgiu da necessidade de um novo processo em relacao a solugéo de
Navier, de forma que a convergéncia fosse mais rapida. Posto isso, o autor
afirma que a solucéo de Lévy converge rapidamente, as vezes até mesmo com
0 primeiro termo.

Como exemplo de solugdo analitica de uma laje retangular simplesmente
apoiada nos 4 bordos sujeita a carregamento distribuido p, Soares (2004),
apresenta a série, obtida pelo processo de Lévy, para a obtencdo dos
deslocamentos transversais w (Equacéo 9), considerando “a” paralelo ao eixo x

e “b” paralelo ao eixo y (Figura 5).
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Em que:



w — Equacéo dos deslocamentos transversais da placa;
p — Carregamento distribuido em toda a placa;

D — Rigidez a flexdo da placa, obtida pela Equacao 7;
a —» Comprimento da laje paralelo ao eixo Xx;

b - Comprimento da laje paralelo ao eixo y;

a,, = Termo presente na Equacéo 10.

Figura 5: Laje retangular simplesmente apoiada nos 4 bordos sujeita a carregamento
distribuido.

p

Fonte: O préprio autor, 2021.

Dessa maneira, nesse relatorio final serd apresentado o modulo
desenvolvido e inserido dentro do programa IFESTRUT-LAJES que realiza a
analise de estruturas de lajes retangulares com bordas simplesmente apoiadas
sujeitas a carga distribuida sobre toda a superficie bem como a geracdo do
relatorio em PDF com os detalhes dessa resolucdo. Além disso, serdo
apresentadas também as contextualizacdes tedricas a respeito da solucdo de

Lévy para cargas distribuidas sobre uma regido ou concentrada.

Justificativa:

Atualmente, em decorréncia da evolugéo e inovacao tecnologica, existem
diversos programas que realizam a analise estrutural de varios tipos diferentes
de estruturas. Entretanto, grande parte desses programas apresentam apenas
os resultados dessas analises e ndo o0 processo necessario para obté-los. Nesse
sentido, 0 médulo aqui apresentado e implementado no IFESTRUT-LAJES
possibilita a andlise de estruturas de lajes retangulares com condi¢cdes de

contorno simplesmente apoiadas por meio da solugédo de Lévy que apresenta 0s



resultados em relatério PDF (portable document format) de maneira que alunos,
professores ou até mesmo profissionais da area possam utilizar como ferramenta

de estudo e recurso auxiliar na metodologia de ensino.

Objetivo:

O objetivo desse relatdrio € apresentar a elaboracdo de um maodulo de
programa para a andlise de estruturas de lajes retangulares simplesmente
apoiadas sujeitas a carga distribuida em toda a laje, distribuida em uma regiédo
ou concentrada por meio da solucao de Lévy, que fornece um relatério em PDF
com todos os calculos detalhados de maneira que alunos, professores ou até
mesmo profissionais possam utilizar como ferramenta de estudo e recurso

auxiliar na metodologia de ensino.

DESENVOLVIMENTO (METODOLOGIA E ANALISE)

Soares (2004), conforme mostrado no item INTRODUCAO, apresenta as
equacdes necessarias para obter os esforcos internos de uma placa (Equacdes
1, 2, 3, 4 e 5) utilizando a equacao de deslocamento, obtida por meio resolucao
da equacdo de Lagrange (Equacdo 6), que, no caso do método de Lévy,
representa a soma de uma solucdo homogénea com uma solugéo particular
(Equacédo 8). Sendo assim, para o caso de uma placa simplesmente apoiada
sujeita a carregamento distribuido sobre toda a superficie, o autor apresenta a
Equacdo 9 como solucdo, de maneira que essa solucdo também pode ser
confirmada por autores como Szilard (2004) e Timoshenko (1953).

Neste contexto, para a obtencéo das solucdes para os esforcos de uma
placa simplesmente apoiada sujeita a carregamento distribuido sobre toda a
superficie, foram utilizadas as Equacgdes 1, 2, 3, 4 e 5 citadas anteriormente,
juntamente com a Equacdo 9. Em se tratando de calculos complexos, em
decorrer da quantidade de termos presentes nas equacdes, foi utilizada uma
calculadora de derivadas on-line chamada Derivative Calculator (SCHERFGEN,

2021) para a obtencgéo das Equacbes 11, 12, 13, 14 e 15 abaixo.
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O modulo desenvolvido foi implementado no programa chamado
IFESTRUT-LAJES, gue pode ser acessado de forma on-line no site do NEVE
(Nucleo de Engenharia Virtual e Experimental) pelo endereco
https://vtp.ifsp.edu.br/nev/. Na Figura 6 estd presente o local onde pode ser
acessado o programa IFESTRUT-LAJES e na Figura 7 pode ser observada a

tela inicial do programa juntamente com uma laje exemplo desenhada.

Figura 6: Site do NEVE - Acesso ao IFESTRUT-LAJES

Titulo e link Data Autor Orientador Tipo Curso Documentacao
mw 12/04/2019 W - - Engenharia Civil
(Dgélll;éiﬁé?gﬁg\g[)éé\ AETODO 23/04/2020 W - - Engenharia Civil
% 5;“;:?‘;;‘;5;" para VARIAS | VARIOS VARIOS VARIOS Engenharia Civil VARIAS
B e S VARIAS || VARIOS VARIOS VARIOS Engenharia Civil VARIAS

grafico para analise de lajes

Fonte: NEVE, 2022.



Figura 7: Tela inicial do IFESTRUT-LAJES.
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Fonte: O préprio autor, 2021.

O médulo em questéo foi desenvolvido utilizando as linguagens de pagina
de internet HTML/JavaScript, de maneira que também foram utilizadas algumas
bibliotecas como por exemplo o SweetAlert2 para a exibicdo de alertas e
mensagens de maneira intuitiva e o PDFMake para a criacdo do relatério que
esta presente no médulo.

Dessa forma, a solucdo pelo método de Lévy foi implementada no botéo

“FUNCOES”, como pode ser visto na Figura 8, marcado no retangulo vermelho.

Figura 8: Tela inicial do modulo.

FUNGOES «

REDESENHAR

DIAGRAMA

METODO DE LEVY

Espagamento dos pontos do diagrama (m): | 0,01 (]

Tolerancia:[ 0.1 %@

Valor maximo de m:[ 11 [ ]
DIAGRAMAS
ESCOLHA NO MENU AO LADO
A DPCAD DES EJADA _ DESLOCAMENTO

Fonte: O préprio autor, 2021.



Além disso, na Figura 8, marcado com a cor azul, esta presente a parte
onde o usuario podera entrar com os dados escolhidos para o espacamento dos
pontos do diagrama, tolerancia da solucéo e valor maximo dos termos utilizados
nas equacodes da solucdo. Nessa mesma figura também pode ser visualizada,
marcado em verde, a tela onde serao visualizados os diagramas escolhidos pelo
usuario, de maneira que essa tela foi desenvolvida utilizando o elemento canvas
do HTML e adaptando esse elemento utilizando o JavaScript. Por fim, marcado
em amarelo na lateral direita da tela, encontra-se o menu principal do médulo,
que possibilita ao usuéario escolher entre os sub-menus presentes na Figura 9,
de cortantes, momentos ou deslocamento, bem como calcular um ponto

especifico ou gerar o relatorio e/ou tabela de resultados.

Figura 9: Menus para escolha de diagramas.

b & oy @
CORTANTES DESLOCAMENTOS MOMENTOS

Para alterar o espagamento dos pontos do diagrama vocé N . Para alterar o espacamento dos pontos do diagrama vocé
" Para alterar o espagamento dos pontos do diagrama vocé ,
deve definir o valor e clicar novamente em desenhar. _ deve definir o valor e clicar novamente em desenhar.
deve definir o valor e clicar novamente em desenhar.

DIAGRAMA Qx DIAGRAMA Mx

DIAGRAMA DESLOCAMENTO

DIAGRAMA Qy DIAGRAMA My

[ Clique no arquivo abaixo para gerar o relatdrio.

DIAGRAMA Mxy

l Clique no arquivo abaixo para gerar o relatdrio.

l Clique no arquivo abaixo para gerar o relatdrio.

Clica no bot&o abaixo para exibir 0s pontos. Para ver os dados
basta passar 0 mouse sobre eles com o botéo ativo.

Clica no botdo abaixo para exibir os pontos. Para ver os dados
basta passar 0 mouse sobre eles com o bot&o ativo.

Clica no bot@o abaixo para exibir 0s pontes. Para ver os dados
basta passar 0 mouse sobre eles com o bot&o ativo.

MOSTRAR MOSTRAR MOSTRAR

Fonte: O préprio autor, 2021.

Dentro dos menus presentes na Figura 9, também existe a opc¢ao
‘“MOSTRAR” (destacada no retangulo vermelho da Figura 10) que marca o0s
pontos no diagrama ao ser ativada, de maneira que, ao passar 0 mouse sobre
0s pontos no diagrama presente no elemento canvas, pode ser visualizado o
valor do ponto e suas coordenadas, além dos dados do ponto com valor maximo

e minimo, observado destacado em azul na Figura 10.



Figura 10: Opgéo "MOSTRAR" presente no modulo.

Espagamento dos pontos do diagrama (m): [ 0,25 [ ]

Tolerancia:|_ 0,1 %@
T OPGOES LEVY=

Valor maximo de m:[— 11 (]

> CORTANTES

CORTANTE NO EIXO Y (kN/m)

DIAGRAMA Qy

VALOR MININO
X 2000m

Y.4500m
Valor 7383

— T ——— MOSTRAR

Fonte: O préprio autor, 2021.

O botdo “RESULTADO EM UM PONTQO” presente no menu principal da
Figura 8 permite ao usuario obter o resultado de um ponto desejado, de maneira
gue, ao clicar no botéo, ird aparecer uma aba onde deve ser escolhido o esforco
ou deslocamento e depois deve ser definida a coordenada do ponto com base

nas coordenadas da teoria do método de Lévy, conforme Figura 11.

Figura 11: Processo para obter resultado de ponto desejado.

COORDENADA DO PONTO

ESFORGO/DEFORMAGAO DE
UM PONTO DESEJADO

ESFORGO/DEFORMAGAOQ DE
UM PONTO DESEJADO » Selecione o esforgo/deformago  ~ .

Selecione o esforgo/deformagao - Cortante X

Cortante Y

Momento Y

Torgor Mxy
Deslocamento

Fonte: O préprio autor, 2021.

Além disso, existe um botdo chamado “OPCOES LEVY” acima do
elemento canvas na Figura 8, esse botéo permite ao usuario comparar os valores
encontrados pelo método de Lévy com valores obtidos pelas tabelas de Pinheiro
(2007), Marcus, disponiveis, por exemplo, em WILLIAN (2021) ou Czerny,
disponiveis, por exemplo, em ARAUJO (2015), como pode ser visto na Figura

12.

Figura 12: Opcdes de comparacéo de resultados.

OPCOES LEVY~

RESULTADOS PELA TABELA DE PINHEIRO (2007)
RESULTADOS PELA TABELA DE MARCUS (1929)
RESULTADOS PELA TABELA DE CZERNY (1876)

I
Fonte: O préprio autor, 2021.



Com relagdo ao relatério que pode ser gerado, basta o usuario selecionar
a opcdo “GERAR RELATORIO” que ir4 surgir uma tela perguntando quais as
coordenadas do ponto desejado para ser calculado no relatério, como apresenta
a Figura 13.

Figura 13: Geracéo do relatério PDF.

DIAGRAMAS

LEVY COORDENADAS PARA O
R — RELATORIO PDF

Observagdes.
1 - Virgula é o separador das coordenadas
2 - Ponto é o separador decimal
3 - Utilize coordenadas com base na Teoria de Levy (Figura abaixo);
MOMENTOS 4 - Utilize a coordenada em metros.

CORTANTES

DESLOCAMENTD

X
m ponto escolhido. |

00 EM UM PONTO

o IE=a
Fonte: O préprio autor, 2021.

O relatorio foi desenvolvido utilizando a biblioteca PDFMake, juntamente
com a linguagem JavaScript, de maneira que ele apresenta os dados de entrada
da laje inserida pelo usuario, a introducdo teorica da solucdo de Lévy, a teoria
aprofundada da solucdo de Lévy para uma laje com condicbes de contorno
simplesmente apoiada, os resultados finais do ponto escolhido e os diagramas
dos esforcos e deslocamento, como pode ser visto algumas partes desse
relatério nas Figuras 14 e 15.

Figura 14: Parte do relatério PDF - Dados de entrada e introducao a solugéo de Lévy.
Tabela 2 - Dados dos apoios.

Tipo de apoio indice Lado
Apoiada 0 0-1
Apoiada 1 1-2
Apoiada 2 2-3
Apoiada 3 30

CARGA SOBRE TODA LAJE
Por meio da Tabela 3 podem ser observados os dados da Carga Sobre Toda Laje.

Tabela 3 - Dados da Cargas Sobre Toda Laje.
indice Médulo (kN/m?)
0 5.000

INTRODUGAO A SOLUGAO DE LEVY

Fonte: O préprio autor, 2021.



Figura 15: Parte do relatério PDF - Método de Lévy para laje com carregamento sobre toda a
superficie.

Am, Bm, Cm e Dm séo valores constantes que precisam ser obtidos.

_ >\ [ Apsenh (™) + Bmeosh (2F) + mmx (14)
Ym = Z (C,,,ysenh (™) + Dmycosh (™2¥) sen( )
Prosseguindo, para a obtengdo da solugdo particular, Soares (2004) utilizou a série presente na
Equacao 15.
wp = ik ( )sen(mm() (15)
(I mly 3

m=1

Utilizando a Equagédo 15 foi desenvolvido o carregamento g(xy) na forma de série simples,
presente na Equagao 16.

q(x,y) = mz::lqm(y)sen (m:x) (16)

Onde gm(y) é dado pela Equagao 17 a seguir:

m;TX) dx (17)

gm (v) = g [oaq(x,y)sen(

Em seguida, substituindo a Equagdo 16 na equagdo de Lagrange, é obtida a Equagéo 18 que se
apresenta:

kf,‘j—2(?)2k;,+(?)4km:%" (18)

Dessa maneira, para a carga presente na Figura 5 e utilizando a Equagdo 17 para q(x,y)=q0, o
autor obtém a Equagéao 19 a seguir:

4
Qm = ﬂ, param=1,35.. (19)
mT

Fonte: O préprio autor, 2021.

Foi desenvolvido também um arquivo em PDF com as tabelas de
resultados de todos os pontos, uma vez que pode acontecer casos onde a
guantidade de pontos calculada é muito grande, dependendo do espacamento
entre os pontos escolhido pelo usuario. Para acessar essas tabelas, bastar clicar
no icone presente na parte inferior do menu principal da Figura 8 “GERAR
TABELA DE ESFORCOS/DEFORMACAQ”. Apds isso, ird aparecer uma caixa
onde o usuario pode escolher quais dados deseja visualizar, podendo ser apenas
um, alguns ou todos, de maneira que as opc¢des escolhidas ficam com a cor roxa,
como pode ser observado na Figura 16. Além disso, na Figura 17 é apresentado

um exemplo de tabela de resultados gerada pelo médulo.



LEVY

Selecione o tipo de diagrama que deseja para obter

mais op¢des a respeito.

CORTANTES

MOMENTOS

DESLOCAMENTO

Calcular esforgos e/ou deformag@es em um ponto
escolhido.

l Relatorio e/ou a Tabela de Resultados.

RESULTADO EM UM PONTO

GERAR TABELA DE ESFOI

Figura 17: Exemplo de tabela de resultados.

Figura 16: Opc¢Oes disponiveis para gerar tabela de resultados.

DIAGRAMAS

TABELA DE RESULTADOS

SELECIONEOS
ESFORCOS/DEFORMACAO
DESEJADOS PARA VISUALIZAR NA

DESLOCAMENTO MOMENTO Mx MOMENTO My

Fonte: O préprio autor, 2021.

x (m) y (m) Deslocamento (mm) Mx (kN*m/m) My (kN*m/m) Mxy (kN*m/m) Qx (kN/m) Qy (kN/m)
0.125 -4.500 1.46e-15 2.10e-16 -2.64e-16 -5.296 -4.54e-16 1.449
0.875 -4.500 9.75e-15 2.26e-15 -2.76e-15 -3.805 -5.09e-16 5.723
1.625 -4.500 1.52e-14 4.43e-15 -4.88e-15 -1.361 4.49e-16 7.260
2.375 -4.500 1.52e-14 4.43e-15 -4.88¢-15 1.361 -4.49¢-16 7:260
3.125 -4.500 9.75e-15 2.26e-15 -2.76e-15 3.805 5.09%e-16 5.723
3.875 -4.500 1.46e-15 2.10e-16 -2.64e-16 5.296 4.54¢-16 1.449
0.125 -3.750 0.998 0.426 0.189 -4.542 4.788 0.494
0.875 -3.750 6.321 199 1.140 -3.404 2271 2974
1.625 -3.750 9.341 2.592 1.609 -1.236 0.683 4.191
2.375 -3.750 9341 2.592 1.609 1.236 -0.683 4.191
3.125 -3.750 6.321 1.996 1.140 3.404 -2.271 2.974
3.875 -3.750 0.998 0.426 0.189 4.542 -4.788 0.494
0.125 -3.000 1.784 0.684 0.197 -3.358 6.908 0.250
0.875 -3.000 11.378 3.538 1.251 -2.577 3.735 1.591
1.625 -3.000 16.899 4745 1.848 -0.953 1176 2.348
2.375 -3.000 16.899 4.745 1.848 0.953 -1.176 2.348
3.125 -3.000 11.378 3.538 1.251 2.577 -3.735 1.591
3.875 -3.000 1784 0.684 0.197 3.358 -6.908 0.250
0.125 -2.250 2341 0.853 0.167 -2.265 8.016 0.133
0.875 -2.250 14.972 4.604 1.075 -1.752 4.568 0.856
1.625 -2.250 22303 6.306 1.611 -0.654 1.477 1.282
2.375 -2.250 22.303 6.306 1611 0.654 -1.477 1.282
3.125 -2.250 14.972 4.604 1.075 1.752 -4.568 0.856
3.875 -2.250 234 0853 0.167 2265 -8.016 0.133
0.125 -1.500 2.699 0959 0.134 -1.366 8.600 0.0683
0.875 -1.500 17.288 5.283 0.868 -1.061 5.017 0.441
1.625 -1.500 25.793 7.321 1.308 -0.398 1.644 0.665
2.375 -1.500 25.793 7321 1.308 0.398 -1.644 0.665
3.125 -1.500 17.288 5.283 0.868 1.061 -5.017 0.441
3.875 -1.500 2.699 0.959 0.134 1.366 -8.600 0.0683
0.125 -0.750 2.896 1.017 0.112 -0.638 8.883 0.0289
0.875 -0.750 18.565 5.657 0.724 -0.495 5.236 0.187
1.625 -0.750 27718 7.873 1.092 -0.186 1.726 0.282
2.375 -0.750 27.719 7.873 1.092 0.186 -1.726 0.282
3.125 -0.750 18.565 5.657 0.724 0.495 -5.236 0.187

bibliograficas, de maneira que se torna dificil encontrar soluc¢des resolvidas para

Fonte: O préprio autor, 2021.

muitas variacdes de carregamento.

SOLUCAO DE LEVY PARA LAJE QUADRIAPOIADA COM
CARREGAMENTO DISTRIBUIDO EM UMA REGIAO OU PONTUAL.

O método de Lévy é uma solugdo complexa e com poucas referéncias




Szilard (2004) disponibiliza algumas possibilidades para solugdes de lajes
com carregamento linear que, por superposicdo pode ser levado a um
carregamento em regido (retangulo), e que, levando o comprimento dessa linha
a quase zero, pode ser uma carga pontual. Contudo, tais solugdes, assim como
escrito anteriormente, sO resultam valores aceitaveis para lajes com
comprimento infinito na diregao “b” (Ver Figura 3).

Na Figura 18, podem ser observados os casos de carga linear e carga
linear parcial, de maneira que a Equacéo 16 refere-se a solucdo para carga linear
e a Equacdo 17 a solucdo para a carga linear parcial, apresentadas por Szilard

(2004), onde p, € o valor constante da carga linearmente distribuida.

Figura 18: Carregamento linear e linear parcial, segundo Szilard (2004).
c/2  ¢/2

- Y
Zow Z,ow

A - Carregamento Linear B - Carreaamento Linear Parcial

Fonte: Szilard, 2004.

3 (o]
Do 1 mny\ . mmx
W= wy = 1] Z W(l + T) e (m”y/a)smT param = 1,3,5... (16)
m=1
poa® ~o e~ (mmy/a) mmy\ = mné  mmc = mmux
W= wy =" 7 (1 + )sm sin sin
m*D m a 2a a (17)

param=13,5..,y=>0

A Equacdo 17 pode ser também adaptada para uma carga pontual,
segundo Szilard (2004), fazendo P = p,yc e sin (mnc/2a) ~ mnc/2a obtendo a

Equacéo 18 apresentada abaixo.

et & ) :
a e \Ua mmy\ . mné _ mmx
v ) — ( + )sm ——sin— (18)

m=1



param=123..,y=>0

Por fim, para se obter uma solucao para uma carga distribuida sobre uma
regido retangular (Figura 19), segundo Szilard (2004), pode-se considerar a

superposicao de varias cargas lineares parciais utilizando a Equacéo 17.

Figura 19: Forma da solucédo para carga distribuida sobre uma regido retangular segundo
Szilard (2004).
Infinitely long plate (b — o)

dn  wy =

Deflections due to p,,

p = Deflections due to p,,
z2 —

w 2

Fonte: Szilard, 2004.

PROCESSO DE CRITERIO DE PARADA UTILIZADO NO MODULO

O critério de parada das equacdes de Lévy inseridas no mddulo
dependem de duas variaveis, sendo elas a tolerancia em porcentagem escolhida
pelo usuario ou o valor maximo do termo “m” utilizando dentro das funcdes de
Lévy. Para o primeiro critério, é feita uma analise do valor da soma atual com
relacdo a soma total até o momento e, caso a soma atual represente menos em
mddulo da porcentagem do que o valor da tolerancia inserida, o calculo do ponto
para. Para o segundo critério de parada, caso o calculo chegue no termo maximo
de “m” definido antes de atingir a tolerancia desejada, o calculo do ponto para,
ou seja, 0 programa so6 para o calculo com o segundo critério caso ele aconteca
antes do primeiro.

Para ilustrar a analise do funcionamento desses critérios dentro do
programa, utiliza-se uma laje exemplo de 4x9m quadriapoiada com uma carga

sobre toda a superficie de 5kN/m2, mdédulo de elasticidade de 210 GPa,



espessura de 3 cm e coeficiente de Poisson = 0. Na Tabela 1, mostram-se os
resultados variando apenas a tolerancia, onde foi definido um valor maximo “m”
elevado, de modo a néo ser utilizado no critério. Na Tabela 2 apresentam-se os
resultados variando apenas o valor maximo de “m”, onde foi definido um valor de
tolerancia muito baixo que “for¢ga” o moédulo a parar pelo segundo critério (de
valor maximo de “m”). Além disso, na Figura 20, pode ser notada a diferenca
visual entre os extremos das comparacdes no caso da tolerancia e no caso do

valor maximo de “m” para a cortante no eixo x (Qx).

Tabela 1: Resultados do exemplo com variacao da tolerancia e nimero maximo de m = 500.

Tolerancia Valores maximos obtidos
(%) Qx Qy Mx My Mxy Deslocamento
(kN/m) (KN/m) (KN*m/m) (KN*m/m) (KN*m/m) (mm)

10 8,534 7,982 8,657 1,959 5,089 29,702

1 9,123 7,450 8,339 1,943 5,281 29,702

0,1 9,392 7,414 8,342 1,934 5,344 29,557

0,01 9,483 7,411 8,336 1,935 5,354 29,568

0,001 9,507 7,411 8,337 1,935 5,356 29,566

0,0001 9,507 7,411 8,337 1,935 5,357 29,566

Fonte: O préprio autor, 2021.

Tabela 2: Resultados do exemplo com variagdo do nimero maximo de m e tolerancia =
0,0000001%.

Valor Valores maximos obtidos
maximo de [ Qx Qy MXx My Mxy  Deslocamento
m (kKN/m) (KN/m) (KN*m/m) (KN*m/m) (KN*m/m) (mm)
1 7,633 8,092 8,657 1,959 5,089 29,702
5 8,858 7,515 8,358 1,935 5,322 29,568
15 9,274 7,395 8,335 1,935 5,352 29,566
31 9,401 7,407 8,337 1,935 5,355 29,566
61 9,462 7,412 8,337 1,935 5,356 29,566
121 9,494 7,411 8,337 1,935 5,357 29,566

Fonte: O préprio autor, 2021.

E notdrio que ambos os critérios de parada chegaram a valores iguais, em
sua grande maioria, conforme a tolerancia diminuia e o valor maximo de “m” era
aumentado, o que indica que ambos os critérios podem ser usados de maneira
eficiente. Sendo assim, cabe ao usuario utilizar uma combinacdo adequada as

suas necessidades.



Figura 20: Comparagéo visual sobre a variagao dos critérios de parada do médulo.

TOLERANCIA = 10% TOLERANCIA = 0,0001%

4437

. LS00 2845 0569 1707 3982 625 | il 160 063 L 3T e
s kgl il oo e o, ppaikimpaiin 2, V0 et -

-1.707

VALOR MAXIMO DE M = 1 VALOR MAXIMO DE M = 121

m 2,544 0509 1527 3.562 WJJ m 3,165 -0.633 1. 4,431 M%
-7. -3.56 -1.527 0.509 44 4.3 615 -9. 6.9627 4431 -1.899  0.633 165 5. .22

562 72

Fonte: O préprio autor, 2021.

EXEMPLO E ANALISE DE RESULTADOS
Para uma exemplificacéo pratica dos resultados obtidos para a anélise de
lajes pelo método de Lévy, foi utilizada uma laje que pode ser vista ha Figura 21,

juntamente com seus dados de entrada, na qual foi inserida no programa

IFESTRUT-LAJES.

Figura 21: Laje exemplo e seus dados.
4.000m

DADOS DA LAJE

Mddulo de elasticidade: 210.000 GPa
Espessura da laje: 5.000 cm

Coeficiente de Poisson: 0.200

7.000m

Sair

3 2
Fonte: O préprio autor, 2021.
Como pode ser visto na Figura 21, essa laje € de 4x7m, quadriapoiada,

possui uma carga distribuida sobre toda a superficie de 8 kN/m2, médulo de

elasticidade de 210 GPa, espessura de 5 cm e coeficiente de Poisson no valor



de 0,2. Além disso, para os dados referentes a solugéo de Lévy, foram utilizados

os dados presentes na Figura 22.

Figura 22: Dados utilizados para os célculos da solucédo de Lévy.

Espacamento dos pontos do diagrama (m):[ 0,01  |@
Tolerancia: %@
Valor maximo de m: 0

Fonte: O préprio autor, 2021.

Na Figura 23 podem ser observados os diagramas obtidos.

Figura 23: Diagramas gerados pelo médulo de Lévy para a laje exemplo.
CORTANTE NO EIXO X (kN/m) CORTANTE NO EIXO Y (kN/m)

—
) @

-14.. -10. 0. -2.844 0.948 5 .S o 7 i -11. 8. 9. -2.354 0.785 x p :

MOMENTO NO EIXO X (kN*m/m) MOMENTO NO EIXO Y (kN*m/m)

2 67 5.413 6.9 00 02 2.383 3 4 06
s ool 3567 SAU 5 b, kit | il 1707, 250, | S ST, i

MOMENTO TORCOR Mxy (KN*m/m) DESLOCAMENTO (mm)

~-
&7

-6.595 = -3 -1.319 0440 - .95 3 -5.22¢-15 g S 3.266 4.354 S = .

Fonte: O proprio autor, 2021.

Para comparacgédo de resultados, foi utilizado o software RFEM5 (DLUBAL,
2021), na qual foi utilizado o método dos elementos finitos (MEF) com uma malha

de 2,5 centimetros, obtendo os diagramas presentes na Figura 24.



Figura 24: Diagramas obtidos pelo software RFEM (DLUBAL, 2021).
CORTANTE NO EIXO X (kN/m)

Esforcos internos de base

v [KNZm]

14346
11738
2129
6521
3913
1304
-1.304
-3913
6521
9129

-11.738

-14.346

Méx : 14.346
Min :-14.346

MOMENTO NO EIXO X (kN*m/m)

Esforgos internos de base
me [lkMmém]

[ 11601

10.546
949
8437
7.382
6.327
5272
4218
3163
2108
1.083
-0.002

MOMENTO TORCOR Mxy (kKN*m/m)

\

Esforgos internos de base
iy [KMNmdm)

6.599
5400
4.200
3.000
1.800
0.600
-0.600
-1.800
-3.000

-4.200
-5400
-6.599

Mdx : 6.599
Min : -6.599

Fonte: Adaptado de RFEM5, 2021.

CORTANTE NO EIXO Y (kN/m)

Esforgos internos de base

vy [N ]

[ o 1772
9632
7492
5351
aam
1070
-1.070
321
-5.351
-1492

9632

-1.772

Méx @ 11.772
Min :-11.772

MOMENTO NO EIXO Y (kN*m/m)

Esforgos internos de base
iy [kNm/m)
5108
4641
4177
an2
3248
2784
2320
1855
139
0927
0463
-0.002

Max : 5.105
Min : -0.002

DESLOCAMENTO (mm)

Deformagies locais
vz [mm]

B8.164
7422
6.680
5938
5195
4.453
am
2969
2227
1484
0.742

0.000

Max : B.164
Min : 0.000



Em termos visuais e de valores, os diagramas das figuras 23 e 24 sao
bem proximos, validando a programacéo realizada neste caso.

Para uma melhor comparacao, também podem ser vistos, na Tabela 3, as
diferengas percentuais entre alguns pontos calculados pelo método de Lévy e
pelo software RFEM5 (DLUBAL, 2021). Vale ressaltar que as coordenadas

presentes na Tabela 3 tém a origem conforme mostrado na Figura 23.

Tabela 3: Comparacg@es entre Lévy e RFEM5 (MEF), v = 0,2.

Esforco ou

Deslocamento X (m) y(m) Lévy RFEM  Diferenca (%)
ox (kN/my 200 000 000000 000000 0,0000%
3,00 0550 -6.74076 -6.74088  0,0018%
2,00 0,00 0,00000 0,00000  0,0000%
Qy(kN/m) 550 050 -0.61492 -0.61488  0,0065%
Mx (kNomymy 200 000 1160016 1160100  0,0072%
1,00 1,50  7.48659  7.48761  0,0136%
200 0,00 507394 507365  0,0057%
My (kN.-m/m) 150 200 452544 452528  0,0035%
My (eNmjmy 200 000 0,00000  0.00000  0,0000%
250 150 -1.07891 -1.07889  0,0019%
w (o) 200 0,00 816441 816408  0,0040%
050 2,00 2.17802 217792  0,0046%

Fonte: O préprio autor, 2021.

Conforme pode ser visto na Tabela 3, todos os pontos analisados
apresentaram uma diferenca percentual pequena, sendo menores que 0,015%
em todos os casos analisados, novamente validando a programacao realizada
neste caso.

Realizando um teste com um valor maximo de m menor que o utilizado
nas comparacgoes (m = 5) para o caso da cortante Qx nas coordenadas x = 3 e
y = 0,5 obtém-se o valor de -6.89223 kN/m, que representa uma diferenca
percentual de 2,25% em comparacdo ao valor obtido pelo software RFEM5
(DLUBAL, 2021) na Tabela 3, mostrando que, mesmo com poucos termos, o
meétodo de Lévy ja apresenta valores admissiveis.

Também foi realizada uma comparacdo dos valores maximos de
momentos obtidos pelo método de Lévy para a laje exemplo com os resultados

obtidos por pelas tabelas de Pinheiro (2007), Marcus, disponiveis, por exemplo,



em WILLIAN (2021) e Czerny, disponiveis, por exemplo, em ARAUJO (2015),

como pode ser observado nas Tabelas 4, 5 e 6.

Tabela 4: Comparacgéo de valores maximos de momentos obtidos por Lévy e Pinheiro.
Momentos x (m) y(@m) Lévy Pinheiro Diferenca (%)
Mx (kN.m/m) 2,00 0,00 11.60016  11.45600 1,243%

My (kN.m/m) 2,00 0,00 5.07394 4.51840 10,949%
Fonte: O préprio autor, 2021.

Tabela 5: Comparacéo de valores maximos de momentos obtidos por Lévy e Marcus.
Momentos x (m) y(m) Lévy Marcus Diferenca (%)
Mx (kN.m/m) 2,00 0,00 11.60016  10.90290 6,011%

My (kN.m/m) 2,00 0,00 5.07394 3.56050 29,828%
Fonte: O préprio autor, 2021.

Tabela 6: Comparacéo de valores maximos de momentos obtidos por Lévy e Czerny.

Momentos x (m) y(m) Lévy Czerny Diferenca (%)
Mx (kN.m/m) 2,00 0,00 11.60016 11.85185 2,170%
My (kN.m/m) 2,00 0,00 5.07394 5.44681 7,349%

Fonte: O préprio autor, 2021.

Pelas tabelas apresentadas fica evidente que a diferenca percentual entre
0s momentos Mx foram menores que entre os momentos My, que chegaram a

ser 29,828% em um dos casos.

CONCLUSAO (RESULTADOS DA PESQUISA)

Apesar de o método de Lévy ser uma solucao cuja teoria € cheia de
detalhes e condi¢cdes especificas, os resultados obtidos nesse projeto se
apresentam de forma satisfatéria, uma vez que, em comparacdo com outro
programa e método, sdo coerentes e apresentam pequena diferenca percentual.
Ressalta-se que o médulo presente no IFESTRUT-LAJES apresenta o relatorio
em PDF, que é o principal foco, pois pode ser usado por alunos e/ou professores
como método de estudo ou metodologia de ensino.
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